〈基礎数学３〉
アポロニオスの円に関する《ファイル》
フィリッポフスキー著，山崎昇訳（『クヴァント』誌2004年№4より）
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　古代の注目すべき数学者アポロニオス（前260～170，ペルゲ出身）は，きわめて内容豊かな労作『円錐曲線』の著者である。この本から解析幾何学が発展した。
彼のその他の仕事についての資料は，残念ながら，きわめて断片的である。その大部分は失われてしまったからである。しかし，アレクサンドリアで教育を受けたアポロニオスの幾何学的関心の範囲はきわめて広かったようだ。彼はコンパスと定木を用いた作図，直線上の４点の調和比，正多面体やその他の幾何学の問題を研究した。
アレクサンドリアのパッポスの証言によると，アポロニオスは円の幾何学に大きな注意を注いだ。学校の幾何で次のような問題が普及しているのも偶然ではない。
１）与えられた２点を通り，与えられた直線に接する円を作図せよ。
２）与えられた３つの円に接する円を作図せよ。
われわれは，重要で美しい点の軌跡の一つ―アポロニオスの円―について語ろう。アポロニオスの円を用いると，数学オリンピックに含まれるような簡単ではない幾何の一連の問題がエレガントに解けることを示そう。
問題１（三角形の外角の二等分線の性質，あるいはアポロニオスの円の前章）．

△ABCの∠Aの外角の二等分線をとする（図１）。


であることを証明せよ。
[image: ]
図１

　解．は外角の二等分線だから，


BA//ACを引くと，


（∠NATと錯角）．つまり，


△CAQ∽△BNQよりつまり，（証明終わり）。

　∠Aの内角の二等分線が辺BCと交わる点をLとすると，であることを思い起こそう。

問題２（アポロニオスの円）．与えられた２点CとBからの距離の比がとなる点の軌跡を求めよ。
[image: ]
図２

解．Xを求める軌跡の点の一つとする（図２）。それをBとCと結ぶと，条件により△XBCの内角の二等分線XLと外角の二等分線XQを



引く。内角の二等分線の性質により外角の二等分線の性質により（図１参照）。したがって，

点B,Cは与えられているから，点L,Qは容易に求まる。つまり，LとQはそれぞれ線分BCをに内分と外分する点である。そのさい∠LXQ=90°（隣り合う角の二等分線のなす角）。このとき線分LQを直径とする点LとQが求まり，円周が作図される。これがすなわちアポロニオスの円である。

アポロニオスの円周上のあらゆる点Xが条件を満たすことを証明しよう。Bを通る直線KT//XCを引こう(図３)。

△CXL∽△BKLから

△CXQ∽△BTQから

だからBK=BT.
[image: ]
図３
△KXTは直角三角形。このとき，点Bは斜辺KTの中点である。したがって，


BK=BT=XB.等式の線分BKにXBを代入すると(証明終わり)。

問題３．によって△ABCを作図せよ。
[image: ]
図４



解．線分を作図しよう(図４)。比が与えられているから，点L，Qが求まる。LQ上にそれを直径とするアポロニオスの円を作図しよう。△ABCの頂点Aとなるのは，BCからの距離にある直線とアポロニオスの円との交点（2点あればそのどちらでもよい）。
問題4．点B,Cと∠Aの二等分線の底L,BCに下ろした高さの底Hによって△ABCを作図せよ。
解．点B,C,Lがわかれば，点Qが求まり，アポロニオスの円が作図できる。点HでBCに垂線を立て，アポロニオスの円周との交点をAとする。もちろん，解は垂線と円周とが交わるときにだけ存在する。
問題5．直線O1A(O1はアポロニオスの円の中心)は△ABCの外接円に接することを証明せよ。
[image: ]
図５
解．∠BAO1=∠Cを証明すれば(図５)，O1Aは△ABCの外接円に接することを意味する。実際に，∠ACBはこの円の円周角である。そして∠BAO1
=∠Cであれば，それはこの円の接線と弦とのなす角である。
　明らかに，O1A=O1L=RA(アポロニオスの円の半径)で，

(△ALBから)。
このとき，


∠BAO1を求めよう。


(証明終わり)。
問題6．直線上に4つの点A,B,C,Dが，この順序で与えられている。線分AB,BC,CDを等角で見込む点Xを求めよ。
[image: ]
図６


解．Xが求める点とすると(図６)，比が成り立つ。つまり，点Xはアポロニオスの円周上にある。点A,Cに対して比が作図される。


同様にして，点Xはに対して作図されたアポロニオスの円周上にある。

問題７．平面上に線分BCが与えられている。頂点Cから引いた中線がABに等しい（）ような平面上の点Aの集合を求めよ。
[image: ]
図７




　解．条件により，(図７)。BCをCD=BCになるようにDまで延長すると，タレスの定理により，このときつまり，線分BDに対してとなるような点Aの軌跡を求める必要がある。あとは，線分BDと比２：１に対してアポロニオスの円を描くだけである。

問題８．△ABCが円に内接している。この円周上に等式が成り立つような点Dを作図せよ。
[image: ]
図８
　解．求める点Dは次のような性質をもつ。



ここで比が知られている。このとき，線分BCに対してとなるような点LとQを求めよう(図８)。LQを直径とするアポロニオスの円をえがき，与えられた円との交点DとD１を求めればよい（2点のどちらも解となりうる）。
問題9．点BとCが，与えられた円の直径上にある。これらの点を通り，始点を共有する2つの等しい弦を引け。
解．B,Cを直径上の与えられた点，Xを2つの弦XK,XTの共通始点とする(図９)。XKとXTが等しくなるのは，それらが円の中心から等距離にあるときである（OE=OF）。△XEO∽
△XFOから∠１＝∠2．このときXOは△XBCの∠Xの二等分線で，
[image: ]
図９


である。点C,O,Bが与えられているから，比も与えられ
ている。したがって，Xは対応するアポロニオスの円と与えられた円との交点である。
　問題10．平面上に2つの線分ABとCDが与えられている｡∠AXB=∠CXDおよび△AXB∽△DXCとなるような点Xを求めよ。
[image: ]
図10
　解．Xを求める点とすると(図10)，三角形の相似から




2つのアポロニオスの円を作図しよう。１つは，点B,Cに対して比もう１つは点A,Dに対して比
求める点Xはこれら2つの円の交点である。
　問題11．直角Nの一方の辺上に2点A,Bが与えられている(図11)。もう一方の辺上に，∠ACB=2∠BCNとなるような点Cを求めよ。
[image: ]
図11





　解.条件により，点Cはとになるようにしなければならない。直角の頂点Nに関して点Bと対称な点B1をとる。明らかに，である。このとき線分BCは∠ACB1の二等分線でなければならない。そのさい，点A,B,B1が存在するから，比も存在する。線分AB1と比に対してアポロニオスの円を作図すれば，直角の第2の辺との交点としてCが求まる。
　注．△ABCのアポロニオスの円とは，線分LQを直径として作られた円のことである。ぜんぶで3つのアポロニオスの円が存在する（辺の数による）。
問題12．△ABCにおいて，内接円の中心Iが与えられている。定規だけを用いてアポロニオスの円の直径に等しい線分を作図せよ。
[image: ]
図12
解．はじめに，直線L2L3が辺BCの延長上の点Qと交わることを証明しよう。そのためにまず，直線L2L3と辺BCの交点を点Ｔで表そう(図12)。△ＡＢＣ　に対するメネラオスの定理と割線L2L3により


が成り立つ。また。∠Cと∠Bの二等分線の性質により


が成り立つ。したがって


これはTとQが一致することを意味する。
[image: ] 
図13
AIをBCに交わるまで延長して点L1を得る。同様にして点L2，L3を得る(図13)。直線L2L3はBCの延長と点Qで交わる。L1Qが求める直径である。

　問題13．長さの等しい，直交する対角線をもつ四角形を，与えられた3つの辺にとって作図せよ。
　解．求める四角形のまわりに正方形EFGHを作る(図14)。
[image: ]
図14

　求める四角形の対角線の交点をKとすると，明らかに，



任意の正方形E1F1G1H１をとり，線分E1F1と比に対してアポロニオスの円を作る。また，F1G1と比に対してもう1つのアポロニオスの円を作る。これら2つの円がK1とK2で交わる。K1を通り正方形の辺に平行な2つの直線を引けば，四角形A1B1C1D1を得る。相似を思い起こせば，求める四角形ABCDを作図するのもむずかしくない。同様の作図は点K2に対しても行うことができる。
　問題14．△ABCの外接円とアポロニオスの円の共通弦は，角の二等分線に関して中線に対称な直線上にあることを証明せよ。
このような直線をこの三角形のシメディアンという。
[image: ]
図15


解．図15のが△ABCのシメディアンの1つである。シメディアンの基本性質はである(証明は各自)
△ABCの外接円と，LQを直径とするアポロニオスの円が，弦ATに関して交わるとする(図16)。
[image: ]
図16
　△ABK∽△CTK(2角相等)だから，


△ACK∽△BTKより


第1の等式を第2の等式で割ると





ところで，（アポロニオスの円は，与えられた点C,Bからの距離が比となる点の軌跡である。このとき点Tはアポロニオスの円周上にある）。そこでこれはKがN1と一致し，弦ATがシメディアンと一致することを意味する。
問題15．平面上の点Xと平面外の，与えられた2点とを結ぶ直線が，平面と等角で交わるときの点Xの軌跡を求めよ。
[image: ]
図17



解．平面外の2つの定点をA，Bとする(図17)。点A,Bの平面への射影をA1,B1，とする。
点Xが求める軌跡上の点とすると，∠1=∠2，つまり，△AXA1∽△BXB1だから







そして，逆に，平面上の点Xから点A,B間での距離の比がであれば，この点は求める集合に属する(この場合に△AXA1∽△BXB1で，∠1=∠2)。つまり，になる平面上の点Xの集合を求めればよい。したがって，求める集合は点A1,B1(点A,Bの射影)に対して比となるアポロニオスの円周である。
問題16．海洋の中の点A,Bに汽船がいる。それらの進行方向は不明だが，それぞれ直線等速運動をしていて点Cで出会う。AB=50kmとすると，出会うまでの最大運動時間はいくらか？
[image: ]
図18
解．汽船の速さの比が4：3だから，ABを4：3の比に内分と外分する点KとC2を求め，アポロニオスの円を描く(図18)。明らかに，アポロニオスの円周上の点C2は汽船が出会うまでの最大運動時間となる。


つまり，


ここから，BC2=150(km)。このとき点Bにいる汽船に対してつまり(時間)である。
　最後に，自主的に解く問題をあげておく。
練習問題
１．角の二等分線AL1の長さと，それが向かい合う辺を分ける線分CL1とBL1の長さがわかっているとき，△ABCを作図せよ。


2．△ABCが与えられている。その外接円の点Aでの接線がBCの延長と点Kで交わり，とする。外角の二等分線の長さもわかっている。内角の二等分線AL1の長さを求めよ。

（答え　）



　3．△ABCにおいて，のときアポロニオスの円の半径を求めよ。　　　　(答え　)
　４．3点A,B,Cが一直線上にある（BはAとCのあいだにある）。Bを中心とする任意の円を描き，AとCからこの円に引いた接線の交点をMとする。点Mの軌跡を求めよ。
（答え　直線AC上に中心をもつ円）
　5．△ABCの3つのアポロニオスの円が2点F1,F2で交わること，また，直線F1F2は△ABCの外接円の中心を通ることを証明せよ（点F1とF2は△ABCのアポロニオスの点という）。
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