テーラー級数とは何か
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　イギリスの数学者ブルック・テーラーの名前は，彼が1715年，29歳のときに行った発見のおかげで永遠に数学史の中に入っている。それはどんな発見か？　それについて物語ろうと思う。

　図１～３は関数




[image: ]のグラフを表している。これらの図の番号1はそれぞれのグラフのの点における接線，すなわち，ある1次関数のグラフである（それぞれであることを確かめよ）。これらの図の番

号2で表した2次3項式




のグラフは，の点の近くでそれぞれの関数のグラフに，他のすべての2次3項式より《緊密に》接近しているものである。もっと正確に言えば，の点でそれぞれの関数と，それらの1次と2次の微分係数とともに一致するような2次3項式である。これらの場合に，これらの2次3項式のグラフは対応する関数のグラフと2次の接触をもつという（それぞれ2次3項式がそうであることを確かめよ）。


　最後に，図１～３での番号3は，対応するグラフとの点で3次の接触をもつ関数が描か

れている（これらはそれぞれ関数

であることを確かめよ）。

　これらの図からわかるように，接触の次数が高ければ高いほど，多項式のグラフはの点の近くでそれぞれの関数のグラフに近くなる。


　テーラーの基本的な考えは，関数の《導関数》に対して（簡単のための点の近傍で与えられたと考える），与えられた関数との点で《無限次数》の接触をもつような《無限次数の

多項式》が選び出
せるとしたことにある。

　非常に広い範囲の関数の類に対してこれは可能であり，さらに重要なことは，この《多項式》―関数のテーラー級数―が，選ばれた関数との点を含めたある区間で一致することがわかったことである。
　関数のテーラー級数の知識は，関数の値を計算するとき非常に有益である。すなわち，その関数を使って，一般に，任意の，前もって与えられた精度で計算することができる。

この論文では関数

に対してのテーラ
ー級数を得る。
解析学からの必要な知識
　まず，ニュートン-ライプニッツの公式





が必要になる。ここで関数は区間で連続，関数はこの区間での原始関数である。


　さらに，積分の幾何学的意味から，区間でならば，


である（図5）。
[image: ]

図５　


ここから，2つの連続関数が区間で不等式を満たせば，


すなわち，連続関数と結びついた不等式は，積分したさいに，同符号の不等式になる。
　最後に，次の等式が必要になる。

　　　　　　（１）

　ここでは任意の実数である。




　これを証明しよう。与えられたに関して，となるような自然数を求めと，すべてのに対して次の不等式が成り立つ。




が固定されているから，のとき，この不等式の右辺の数列の極限値は0である。ここから等式（１）が出てくる。


関数とのテーラー級数



　が固定されているとすると，不等式を区間で積分したとき






となるが，の原始関数は，１の原始関数はだから，上の式はの形に書くことができる。この不等式はすぐに書いてもよいが，この後の不等式を得る原理を説明し，そのあとでその証明を述べることにする。


不等式を区間で積分すると，




となる。関数はの原始関数




であり，はの原始関数だから，上の不等式は，つまりと書くことができる。こ

の不等式を区間で積分すると，不等式


となる。この積分過程を続けると（数学的帰納法によって）次の不等式が容易に証明される。

　　(2)

ここで。
　(2)の第1式と第2式を結合すると，

(3)

となる。この不等式の左辺はの不足の近似値，右辺は過剰の近似値である（図6参照）。しかし不等式(3)の[image: ]
図６


左辺と右辺の差はに等しく，のとき，(1)式により0に収束する。したがって


この結果は簡単に次のように書ける。

　(4)

この等式の右辺を関数のテーラー級数という。




　不等式(3)，つまり等式(4)の証明のさい，が仮定されている。しかしそれらはに対してもそれらに含まれるすべての関数の偶数性により成り立つ。最後に，それらはに対しても簡単に確かめられるので，すべての実数に対して成り立つ。

　同様に，に対して(2)から次の式が成り立つ。


この結果は次のような形に書ける。

　(5)

この等式の右辺の式は関数のテーラー級数という。

　最後に等式(5)はそれに含まれるすべての関数の奇数性によりに対しても成り立つことに注意しよう。

関数のテーラー級数展開

であることが知られている。




ここから，任意の定数のとき，関数はの原始関数（不定積分）である。さらに，われわれにとっては，であることを知ることが重要である。




　だから，すべてのに対して，である。この不等式を区間で積分すると，


つまり，





となる。これらの不等式もまた区間で積分することができる（が上にあることに注意）。その結果


つまり


となる。この積分過程を順次に続けると，次の不等式になる。

(6)

ここで







したがって，区間のの各値に対して，関数の不足と過剰の近似値が次の多項式の形で得られた。不等式(6)の左辺と右辺の多項式の差はに等しい。これはのとき，（1）式により，0に収束するから任意のに対して次のようになる。


これは等式の形で次のように書くことができる。

　(7)

(7)の右辺の式を関数のテーラー級数という。

　練習問題１．のときも等式(7)はが成り立つことを証明せよ。


（ヒント．のときであることを用いよ）。

関数のテーラー級数展開

すべてのに対して






だから，に対して，関数は開区間における原始関数（不定積分）で，は任意の定数である。のとき，次の不等式が成り立つことに注意しよう。

　(8)
（根拠を自分で述べよ）。

　不等式(8)を区間で積分すると，次の不等式になる。

　(9)

ここで右辺と左辺の多項式の


差はである。であれば，

これはのとき0に収束する。したがって，

　　　　(10)

ここで

　練習問題２．この等式はに対しても成り立つことを確かめよ。

（ヒント．のとき



ただし）。

等式(10)の右辺の式を関数のテーラー級数という。

関数のテー
ラー級数を見つけるとき，さまざまな人工的方法を用いたが，実際には関数のテーラー級数を見出す唯一の方法が存在する。それは順次に微分する方法に基づいている。それをヒンチンのすてきな本『数学解析8講』（ナウカ社，1977．邦訳，大竹出版，2000）の中で（とくに邦訳本137～141ページで）知ることができる。
得られた評価は何を与えるか？

関数の上記









の評価(テーラー級数)は，任意の点において，任意の，要求される精度でそれら関数の値を計算することができる。たとえば，点における関数の値を，を超えない誤差で求める必要があれば，はじめに，となるような整数を求める。そのとき点での不等式(2)の値はまでの精度でのの値を，一方は不足の近似値，他方は過剰の近似値として与える。他の点での引用公式を使った値の計算は，区間の点での計算に帰着する。
小　史



 B.テーラーの著作「Methodus in　crementorum directa et invarsa（直接および逆の増分法）」は，1715年，ロンドンにおいてラテン語で出版された。テーラーは，微積分法の創始者ニュートンやライプニッツと同時代の人である。彼の方法は，与えられた区間での等間隔の点(端点も含めて)で，与えられた関数と一致する次の多項式の形で関数を近似的に表すニュートンの公式を基礎づけた。テーラーは，ニュートンの公式における極限移行を，のときまったく形式的に，ただし極限移行の根拠づけを忘れずに，完成させた。
　これに関して，優れたドイツの学者で歴史家のフェリックス・クラインは次のように述べている。
「実際には，テーラーはここで無限小(微分)を，いつかライプニッツの信奉者たちがやったように，はるかに，いわば，軽率に扱っている。しかし，彼はニュートンの目の前で，ニュートンが用いた極限の方法とは違った歩みをしたことは興味深い」。[footnoteRef:1]＊) [1: ＊) フェリックス・クライン『高い立場からみた初等数学』(邦訳，商工出版1960，その第2巻313ページ参照。ただし上の山崎訳はロシア語からのもの)] 

　後に，さまざまな国の多数の数学者がテーラーの方法を根拠づけて研究した。すなわち，ラグランジュ，コーシー，シュレーミルヒ，ロッシュ，ペアノ，その他。彼らの努力のおかげで関数をテーラー級数で表す方法や関数を多項式で近似的に表現する方法が完全に基礎づけられた。
現在，テーラー級数の概念は高等数学の基礎の１つである。テーラー級数，あるいはその有限和は，流動的に変化する関数を正確に，あるいは近似的に表す必要があるところではほとんどどこでも応用されている。
（応用問題6題は省略）

oleObject47.bin

image42.wmf
t

cos


oleObject48.bin

image43.wmf
t

sin


oleObject49.bin

image44.wmf
t


oleObject50.bin

image45.wmf
x

x

£

sin


oleObject51.bin

image46.wmf
t

t

£

sin


oleObject52.bin

image47.wmf
[

]

x

,

0


oleObject53.bin

image48.wmf
ò

ò

=

x

x

dt

t

dt

t

0

0

sin


oleObject54.bin

image49.wmf
x

cos

-


oleObject55.bin

image50.wmf
t

sin


oleObject56.bin

image51.wmf
2

2

t


oleObject57.bin

image52.wmf
t


oleObject58.bin

image53.wmf
2

1

2

x

x

£

-

cos


oleObject59.bin

image54.wmf
2

1

2

x

x

-

³

cos


oleObject60.bin

oleObject61.bin

image55.wmf
!

sin

3

3

x

x

x

-

³


oleObject62.bin

image1.wmf
,

,

x

y

e

y

x

+

=

=

1

1


image56.wmf
)!

(

!

sin

!

)

(

!

cos

)!

(

!

sin

!

)

(

!

cos

3

4

3

2

4

2

1

1

4

3

4

2

1

3

4

3

2

4

2

1

4

3

4

2

+

-

+

-

³

+

-

+

-

³

+

+

+

-

£

+

+

-

£

+

+

+

n

x

x

x

x

n

x

x

x

n

x

x

x

x

n

x

x

x

n

n

n

n

L

L

L

L


oleObject63.bin

image57.wmf
0

1

0

>

=

x

n

,

,

,

L


oleObject64.bin

image58.wmf
!

)

(

!

cos

!

)

(

!

n

x

x

x

n

x

x

n

n

4

2

1

2

4

2

1

4

2

2

4

2

+

+

-

£

£

+

-

+

-

+

L

L


oleObject65.bin

image59.wmf
x

cos


oleObject66.bin

image60.png




image61.wmf
!

)

(

2

4

2

4

+

+

n

x

n


oleObject1.bin

oleObject67.bin

image62.wmf
¥

®

n


oleObject68.bin

image63.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

=

®

+

®

!

)

(

!

lim

!

)

(

!

lim

cos

n

x

x

n

x

x

x

n

n

n

n

4

2

1

2

4

2

1

4

2

0

2

4

2

0

L

L


oleObject69.bin

image64.wmf
L

L

+

-

+

+

-

=

n

n

x

n

x

x

2

2

2

1

2

1

!

)

(

)

(

!

cos


oleObject70.bin

image65.wmf
x

cos


oleObject71.bin

image66.wmf
0

>

x


image2.png
Puec, 1. Puc. 2.





oleObject72.bin

image67.wmf
0

<

x


oleObject73.bin

image68.wmf
0

=

x


oleObject74.bin

image69.wmf
x


oleObject75.bin

image70.wmf
0

>

x


oleObject76.bin

image71.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

=

+

®

+

®

!

)

(

!

lim

!

)

(

!

lim

sin

1

4

3

3

4

3

1

4

3

0

3

4

3

0

n

x

x

x

n

x

x

x

x

n

n

n

n

L

L


image3.wmf
)

(

log

x

y

e

+

=

1


oleObject77.bin

image72.wmf
L

L

+

+

-

+

+

-

=

+

1

2

3

1

2

1

3

n

n

x

n

x

x

x

!

)

(

)

(

!

sin


oleObject78.bin

image73.wmf
x

sin


oleObject79.bin

image74.wmf
0

£

x


oleObject80.bin

image75.wmf
x

e


oleObject81.bin

image76.wmf
x

x

e

e

=

¢

)

(


oleObject2.bin

oleObject82.bin

image77.wmf
C


oleObject83.bin

image78.wmf
C

e

x

+


oleObject84.bin

image79.wmf
x

e


oleObject85.bin

image80.wmf
)

.

(

L

718

2

1

=

>

e

e


oleObject86.bin

image81.wmf
1

>

e


image4.wmf
0

=

x


oleObject87.bin

image82.wmf
]

,

[

a

t

0

Î


oleObject88.bin

image83.wmf
a

t

e

e

£

£

1


oleObject89.bin

image84.wmf
)

(

]

,

[

a

x

x

£

£

0

0


oleObject90.bin

image85.wmf
,

x

e

e

x

a

x

£

-

£

1


oleObject91.bin

image86.wmf
x

e

e

x

a

x

+

£

£

+

1

1


oleObject3.bin

oleObject92.bin

image87.wmf
]

,

[

x

0


oleObject93.bin

image88.wmf
x


oleObject94.bin

image89.wmf
t


oleObject95.bin

image90.wmf
!

!

2

1

2

2

2

x

e

x

e

x

x

a

x

+

£

-

£

+


oleObject96.bin

image91.wmf
)

(

!

!

a

x

x

e

x

e

x

x

a

x

£

£

+

+

£

£

+

+

0

2

1

2

1

2

2


image5.wmf
b

x

a

y

+

=


oleObject97.bin

image92.wmf
a

n

n

x

n

e

n

x

n

x

x

x

e

n

x

x

x

!

)!

(

!

!

!

+

-

+

+

+

+

£

£

+

+

+

+

-

1

2

1

2

1

1

2

2

L

L


oleObject98.bin

image93.wmf
.

;

,

,

,

a

x

n

£

£

=

0

2

1

0

L


oleObject99.bin

image94.wmf
]

,

[

a

0


oleObject100.bin

image95.wmf
x


oleObject101.bin

image96.wmf
x

e


oleObject4.bin

oleObject102.bin

image97.wmf
n


oleObject103.bin

image98.wmf
!

)

(

n

x

e

n

a

1

-


oleObject104.bin

image99.wmf
¥

®

n


oleObject105.bin

image100.wmf
0

³

x


oleObject106.bin

image101.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

=

¥

®

!

!

lim

n

x

x

x

e

n

n

x

L

2

1

2


image6.wmf
x

y

x

y

x

y

=

-

=

+

=

,

,

1

1


oleObject107.bin

image102.wmf
!

!

!

n

x

x

x

x

e

n

x

+

+

+

+

+

=

L

3

2

1

3

2


oleObject108.bin

image103.wmf
x

e


oleObject109.bin

image104.wmf
0

<

x


oleObject110.bin

oleObject111.bin

image105.wmf
0

<

x

e


oleObject112.bin

oleObject5.bin

image106.wmf
)

(

log

x

e

+

1


oleObject113.bin

image107.wmf
1

-

>

x


oleObject114.bin

image108.wmf
(

)

x

x

e

+

=

¢

+

1

1

1

)

(

log


oleObject115.bin

image109.wmf
x

+

1

1


oleObject116.bin

image110.wmf
C

x

e

+

+

)

(

log

1


oleObject117.bin

image7.wmf
c

bx

x

a

y

+

+

=

2


image111.wmf
)

,

(

¥

+

-

1


oleObject118.bin

image112.wmf
C


oleObject119.bin

image113.wmf
0

³

t


oleObject120.bin

image114.wmf
n

n

n

n

t

t

t

t

t

t

t

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

1

+

-

+

-

£

+

£

-

+

+

-

-

-

-

L

L


oleObject121.bin

image115.wmf
0

0

³

x

x

],

,

[


oleObject122.bin

oleObject6.bin

image116.wmf
1

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

+

+

-

+

-

£

+

£

-

+

-

+

n

x

n

x

x

x

x

n

x

x

x

n

n

e

n

L

L

)

(

log


oleObject123.bin

image117.wmf
.

0

³

x


oleObject124.bin

image118.wmf
1

2

1

2

+

+

n

x

n


oleObject125.bin

image119.wmf
1

0

£

£

x


oleObject126.bin

image120.wmf
¥

®

n


oleObject127.bin

image8.wmf
0

=

x


image121.wmf
L

L

+

-

+

+

-

=

+

+

n

n

e

x

n

x

x

x

1

2

1

2

1

)

(

)

(

log


oleObject128.bin

image122.wmf
.

1

0

£

£

x


oleObject129.bin

image123.wmf
0

1

<

<

-

x


oleObject130.bin

image124.wmf
1

-

>

t


oleObject131.bin

image125.wmf
n

n

n

n

t

t

t

t

t

t

t

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

1

l

+

-

+

-

£

+

£

-

+

+

-

-

-

-

L

L


oleObject132.bin

oleObject7.bin

image126.wmf
t

+

>

1

1

l


oleObject133.bin

oleObject134.bin

image127.wmf
)

(

log

,

,

cos

,

sin

x

e

x

x

e

x

+

1


oleObject135.bin

oleObject136.bin

image128.wmf
ú

û

ù

ê

ë

é

Î

2

0

p

,

x


oleObject137.bin

image129.wmf
x

sin


oleObject138.bin

oleObject8.bin

image130.wmf
0

>

e


oleObject139.bin

image131.wmf
e

<

+

+

)!

(

1

4

1

4

n

x

n


oleObject140.bin

image132.wmf
0

³

n


oleObject141.bin

image133.wmf
x


oleObject142.bin

image134.wmf
e


oleObject143.bin

image9.wmf
,

2

1

2

x

x

y

+

+

=


image135.wmf
x

sin


oleObject144.bin

image136.wmf
ú

û

ù

ê

ë

é

2

0

p

,


oleObject145.bin

image137.wmf
1

+

n


oleObject146.bin

image138.wmf
n


oleObject147.bin

image139.wmf
¥

®

n


oleObject148.bin

oleObject9.bin

image10.wmf
2

1

2

2

x

x

y

x

x

y

-

=

+

-

=

,


oleObject10.bin

oleObject11.bin

image11.wmf
d

cx

bx

ax

y

+

+

+

=

2

3


oleObject12.bin

image12.wmf
,

,

3

2

3

2

1

6

2

1

x

x

x

y

x

x

x

y

-

+

-

=

+

+

+

=


oleObject13.bin

image13.wmf
3

2

3

2

x

x

x

y

+

-

=


oleObject14.bin

oleObject15.bin

oleObject16.bin

oleObject17.bin

image14.wmf
L

+

+

+

=

2

2

1

0

x

a

x

a

a

y


oleObject18.bin

oleObject19.bin

image15.wmf
,

cos

,

sin

x

y

x

y

=

=


oleObject20.bin

image16.wmf
)

(

log

,

x

y

e

y

e

x

+

=

=

1


oleObject21.bin

image17.wmf
)

(

)

(

)

(

a

F

b

F

dx

x

f

b

a

-

=

ò


oleObject22.bin

image18.wmf
f


oleObject23.bin

image19.wmf
[

]

b

a

,


oleObject24.bin

image20.wmf
F


oleObject25.bin

oleObject26.bin

image21.wmf
0

³

)

(

x

f


oleObject27.bin

image22.wmf
0

³

ò

b

a

dx

x

f

)

(


oleObject28.bin

image23.png
Yy=rix)





image24.wmf
ò

=

b

a

dx

x

f

S

)

(


oleObject29.bin

oleObject30.bin

image25.wmf
)

(

)

(

x

g

x

f

£


oleObject31.bin

image26.wmf
ò

ò

£

b

a

b

a

dx

x

g

dx

x

f

)

(

)

(


oleObject32.bin

image27.wmf
0

=

¥

®

!

lim

n

x

n

n


oleObject33.bin

image28.wmf
x


oleObject34.bin

image29.wmf
x


oleObject35.bin

image30.wmf
2

1

1

£

+

N

x

|

|


oleObject36.bin

image31.wmf
N


oleObject37.bin

image32.wmf
)

(

N

n

>


oleObject38.bin

image33.wmf
n

N

N

N

n

N

n

N

x

N

x

n

x

N

x

N

x

x

x

n

x

-

-

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

£

×

×

+

×

×

×

×

=

£

2

2

2

1

1

2

1

0

!

|

|

!

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

!

|

|

K

K


oleObject39.bin

image34.wmf
N


oleObject40.bin

image35.wmf
¥

®

n


oleObject41.bin

image36.wmf
x

sin


oleObject42.bin

image37.wmf
x

cos


oleObject43.bin

image38.wmf
0

>

x


oleObject44.bin

image39.wmf
1

£

t

cos


oleObject45.bin

image40.wmf
[

]

1

0

,


oleObject46.bin

image41.wmf
ò

ò

£

x

x

t

d

t

d

t

0

0

1

cos



